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混合均值中心反向学习粒子群优化算法
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（１．南昌工程学院信息工程学院，江西南昌３３００９９；２．鄱阳湖流域水工程安全与资源高效利用国家地方联合
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　　摘　要：　为平衡粒子群算法勘探与开发能力，本文提出混合均值中心反向学习粒子群优化算法．算法将所有粒
子和部分优质粒子分别构造的均值中心进行贪心选择，得出的混合均值中心将对粒子所在区域进行精细搜索．同时对
混合均值中心进行反向学习，使粒子能探索更多新区域．将本文算法与最新改进的粒子群算法、人工蜂群算法和差分
算法在多种测试函数集上进行比较，实验结果验证了混合均值中心反向学习策略的有效性，算法的综合优化性能

更强．
关键词：　全局寻优；混合均值中心；反向学习；粒子群优化算法
中图分类号：　ＴＰ１８２；ＴＰ３９１　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０１９）０９１８０９１０
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１９．０９．００１

ＨｙｂｒｉｄＭｅａｎＣｅｎｔｅｒＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎＢａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇＰａｒｔｉｃｌｅ
ＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ＳＵＮＨｕｉ１，２，３，ＤＥＮＧＺｈｉｃｈｅｎｇ１，ＺＨＡＯＪｉａ１，２，３，ＷＡＮＧＨｕｉ１，２，３，ＸＩＥＨａｉｈｕａ１

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｎｃｈａｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｃｈａｎｇ，Ｊｉａｎｇｘｉ３３００９９，Ｃｈｉｎａ；
２．ＮａｔｉｏｎａｌＬｏｃａｌＪｏｉｎｔＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＷａｔｅｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳａｆｅｔｙａｎｄＥｆｆｅｃｔｉｖｅＵｔｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆ
ＲｅｓｏｕｒｃｅｓｉｎＰｏｙａｎｇＬａｋｅＡｒｅａ，Ｎａｎｃｈａｎｇ，Ｊｉａｎｇｘｉ３３００９９，Ｃｈｉｎａ；３．ＪｉａｎｇｘｉＰｒｏｖｉｎｃｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆ
ＷａｔｅｒＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇａｎｄＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，Ｎａｎｃｈａｎｇ，Ｊｉａｎｇｘｉ３３００９９，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｂａｌａｎｃｅｔｈｅｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎａｎｄｅｘｐｌｏｉｔａｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｐｏｓｅｓａ
ｈｙｂｒｉｄｍｅａｎｃｅｎｔｅｒｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．Ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｅｒｆｏｒｍｓｇｒｅｅｄｙｓｅｌｅｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅ
ｍｅａｎｃｅｎｔｅｒｏｆａｌｌｐａｒｔｉｃｌｅｓａｎｄｓｏｍｅｈｉｇｈｑｕａｌｉｔｙｐａｒｔｉｃｌｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａｎｄｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｈｙｂｒｉｄｍｅａｎｃｅｎｔｅｒｗｉｌｌｓｅａｒｃｈｔｈｅ
ｒｅｇｉｏｎｉｎｄｅｔａｉｌｗｈｅｒｅｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｓａｒｅｌｏｃａｔｅｄ．Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，ｔｈｅｈｙｂｒｉｄｍｅａｎｃｅｎｔｅｒｉｓｕｓｉｎｇｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ，
ｓｏｔｈａｔｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｓｃａｎｅｘｐｌｏｒｅｍｏｒｅｎｅｗｒｅｇｉｏｎｓ．Ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍａｒｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｌａｔｅｓｔｉｍｐｒｏｖｅｄｐａｒｔｉｃｌｅ
ｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｂｅｅｃｏｌｏｎｙａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｖａｒｉｏｕｓｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓｅｔｓ，ａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｖｅｒｉ
ｆｙｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｈｙｂｒｉｄｍｅａｎｃｅｎｔｅｒｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｔｈｅｏｖｅｒａｌｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｉｓｓｔｒｏｎｇｅｒ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｇｌｏｂａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｈｙｂｒｉｄｍｅａｎｃｅｎｔｅｒ；ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ；ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

１　引言
　　为解决传统优化算法无法解决的复杂优化问题，
研究者们受启发于生物和自然物理现象，提出了粒子

群优化算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）、差分进
化算法（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）、人工蜂群算法（Ａｒｔｉ

ｆｉｃｉａｌＢｅｎＣｏｌｏｎｙ，ＡＢＣ）、蚁群算法（ＡｎｔＣｏｌｏｎｙＯｐｔｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎ，ＡＣＯ）等优化技术以解决各领域的优化问题．

粒子群优化算法是由 Ｋｅｎｎｅｄｙ和 Ｅｂｅｒｈａｒｔ在１９９５
年提出的群智能优化算法［１］．该算法是源于对鸟群捕
食行为的模仿研究，人们从鸟群捕食过程当中得到启

示，并将其用于解决优化问题．该算法通过群体中粒子
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间合作与竞争产生的群体智能指导优化搜索．因具备
计算快速和易实现等优点，粒子群优化算法受到众多

关注与研究，且应用于解决图像处理［２］，工程设计［３］等

众多领域的优化问题．
但是，粒子群优化算法存在的多样性差、易早熟收敛

等问题制约了粒子群优化算法的发展，为克服上述问题，

众多学者做了大量研究．Ｚｈａｏ等人提出将种群分为正常
和早熟两种状态，当种群在正常状态，按标准ＰＳＯ公式进
化；在早熟状态则引入矢量高斯学习策略［４］．Ｈａｋｌｌ等人
采用列维飞行作为随机扰动步长，当种群更新停滞次

数达到预设值，则使粒子绕最优值做列维飞行；否则，按

标准更新公式更新种群［５］．Ｙａｎ等人结合随机学习和列
维飞行策略，在标准速度更新公式中增加向随机粒子

学习项，当随机参数达到预设值，则按改进速度公式更

新，否则按标准速度公式［６］．Ｃｈｅｎ等人提出先随机初始
化种群，再对粒子进行反向学习，取最优粒子作为初始

种群，并使惯性权重，加速因子服从正余弦函数变化，以

此提高收敛速度［７］．上述研究采用随机扰动策略或反
向学习策略来提高种群逃离局部最优能力，并取得一

定效果，但没能更好的平衡种群的勘探与开发能力．
本文提出混合均值中心反向学习粒子群优化算法

（ＨｙｂｒｉｄＭｅａｎＣｅｎｔｅｒＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎＢａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇＰａｒｔｉｃｌｅ
ＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＨＣＯＰＳＯ）．首先，构造混合均值中
心，其可引导种群在解空间进行更精细的搜索，寻得更

高精度的解．针对种群易陷入局部最优，引入反向学习
策略，生成混合均值中心反向解，其可为种群逃离局部

最优提供更多步长增量，引导种群粒子探索更多新区

域．混合均值中心与反向学习结合，可更好平衡种群的
勘探与开发能力．

２　标准粒子群优化算法
　　设粒子数为Ｎ的种群，在维度为 Ｄ的空间中搜索，
粒子在解空间的位置为 ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉＤ），ｉ＝１，２，
…，Ｎ代表第 ｉ个粒子的位置，而每个 ｘｉ都可由目标函
数求得函数值ｆ（ｘｉ）．ｖｉ＝（ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉＤ），ｉ＝１，２，…，Ｎ
代表第ｉ个粒子的速度，表示在每一次迭代中粒子移动
的步长，ｐｉ＝（ｐｉ１，ｐｉ２，…，ｐｉＤ），ｉ＝１，２，…，Ｎ代表第 ｉ个
粒子所经历的个体最优位置，ｇ＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇＤ），ｇ∈
（１，２，…，Ｎ）代表全局最优位置．速度和位置可按照以
下公式更新：

ｖｔ＋１ｉｄ ＝ｗｖ
ｔ
ｉｄ＋ｃ１ｒ１（ｐ

ｔ
ｉｄ－ｘ

ｔ
ｉｄ）＋ｃ２ｒ２（ｇ

ｔ
ｄ－ｘ

ｔ
ｉｄ） （１）

ｘｔ＋１ｉｄ ＝ｘ
ｔ
ｉｄ＋ｖ

ｔ＋１
ｉｄ （２）

ｗ为惯性权重，ｃ１、ｃ２为学习因子，ｒ１、ｒ２为（０，１）随机数，
ｐｔｉｄ为粒子ｉ在第 ｔ次迭代时的历史最优位置，ｇ

ｔ
ｄ为第 ｔ

次迭代时整个种群的历史最优位置．

３　混合均值中心反向学习粒子群优化算法

３．１　混合均值中心
粒子在搜索空间中都对应适应值 ｆ（ｘ）．在最优解

所在小范围搜索空间内，最优解位置对应的适应值为

整个区域的峰值，粒子离最优解位置越近，其对应的适

应值更优．中心极限定理指出，不论总体的分布情况如
何，大多统计量的分布近似正态分布；正态分布在多数

情况下可作为真实总体的近似值；尽管实际数据与正

态分布存在偏差，但检验的统计量分布与正态分布的

条件稳定，偏差可忽略［８］．因此，尽管实际数据不能严
格服从多元正态分布，但仍认为多维解空间服从多元

正态分布．
根据正态分布 Ｎ（μ，σ２）随机变量的概率规律，均

值位置μ描述了正态分布的集中趋势，其对应了正态分
布的峰值．根据粒子群优化算法特性，种群粒子的目标
是搜索并收敛于最优解位置，即收敛于均值位置 μ．当
种群粒子在服从正态分布的空间中搜索时，若粒子均

匀的分布在均值μ两侧，则种群各粒子的位置均值 珋ｘ与
解空间最优解对应的均值μ重合，由于不可避免的模型
误差，μ和 珋ｘ的位置或存在偏差．但理论上，均值 μ的位
置应与 珋ｘ的位置重合．因此，本文构造粒子群体的均值
中心（ＭｅａｎＣｅｎｔｅｒ，ＭＣ），其可用下式表示：

ｘＭＣｄ ＝
１ (Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘ )ｉｄ （３）

ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ为种群粒子总数，ｄ＝１，２，…，Ｄ为粒子
维度，式（３）表示均值中心的第 ｄ维度值，为所有粒子
在相同维度的算术平均值．

考虑到解空间并非总是具有严格的对称性，而是

有一定的偏斜，呈现偏正态分布．这时，由种群所有粒子
所得的位置均值 珋ｘ受每一个数据的影响较大，再用其描
述整个种群的性质则不严谨．因此，本文以所有粒子适
应值的均值（ＭｅａｎＶａｌｕｅｏｆＦｉｔｎｅｓｓ，ＭＶＦ）为基准，挑选
优于ＭＶＦ的粒子组成优质小群体，构造偏均值中心
（ＰａｒｔｉａｌＭｅａｎＣｅｎｔｅｒ，ＰＭＣ）．由多元正态分布的性质可
知，多元正态随机向量的任何一个分量子集仍然服从

正态分布．本文把 Ｄ维对应的所有较好粒子看成多元
随机向量，则每一维的较好粒子就是分量子集，所以该

优质小群体仍然服从正态分布．偏均值中心所求过程
如下．

首先求得群体平均适应值为：

ｆｉｔｎｅｓｓＭＶＦ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉｔｎｅｓｓｉ （４）

ｆｉｔｎｅｓｓｉ表示第ｉ个粒子的适应值，ｉ＝１，２，…，Ｎ．再遴选
种群中优于ＭＶＦ的粒子记为ｎ（１≤ｎ≤Ｎ），偏均值中心
的每一维度值可表示为：

０１８１
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ｘＰＭＣｄ ＝１ (ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ )ｄ （５）

其中ｎ为优于 ＭＶＦ的粒子数，式（５）表示偏均值中心
第ｄ维度值，为所有优于 ＭＶＦ的粒子相同维度的算术
平均值．

根据“ＮｏＦｒｅｅＬｕｎｃｈ”理论，本文将 ＭＣ与 ＰＭＣ优
势结合，得出混合均值中心（ＨｙｂｒｉｄＭｅａｎＣｅｎｔｅｒ，
ＨＭＣ），可用下式表示：

ＨＭＣ＝ｍｉｎ（ＭＣ，ＰＭＣ） （６）
混合均值中心引导种群更新，可加快收敛速度．
３．２　算法基本原理

反向学习（ＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎＢａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＯＢＬ）策略在
２００５年提出后，已成功应用于各类算法［９］，本文构造的

混合均值中心位置，其位于种群的中心位置，由其引导

种群进化时，对种群各粒子的步长增量更少，可加速粒

子向中心靠拢，将大幅增强种群的局部搜索能力．当种
群陷入局部最优位置时，所有粒子也将快速聚集在局

部最优峰上．针对此问题，本文引入反向学习策略，对混
合均值中心进行位置空间变换，生成混合均值中心反

向解，使其跳出局部最优位置，同时也扩大了搜索区域，

增强了种群的全局搜索能力．
在本文中，对混合均值中心反向，ＯＢＬ－ＨＭＣ表示

ＨＭＣ的反向解，其可由式（７）而得：
ＯＢＬ－ＨＭＣ

ｔ
ｄ＝ｒ３（ａｄ＋ｂｄ）－ＨＭＣ

ｔ
ｄ （７）

ａｄ＝ｍｉｎ（ＨＭＣ
ｔ
ｄ），ｂｄ＝ｍａｘ（ＨＭＣ

ｔ
ｄ） （８）

式中，ＨＭＣｔｄ表示 ＨＭＣ第 ｔ次迭代时第 ｄ维的位置信
息，ｒ３为（０，１）间的随机数，其中 ＯＢＬ－ＨＭＣ

ｔ
ｄ∈［ａｄ，

ｂｄ］，ａｄ为ＨＭＣ在第ｄ维的历史最小值，ｂｄ为第 ｄ维历
史最大值．根据混合均值中心的性质，对其进行反向学
习有以下三点优势：

（１）混合均值中心实质为各粒子的位置平均值，反
应了各粒子的集中趋势，其到种群各粒子的距离比普

通单个粒子到各粒子的距离更小．因此，对混合均值中
心反向学习，生成的反向解到种群各粒子的距离，比普

通粒子生成的反向解到种群各粒子的距离更大，将为

各粒子提供更多步长，引导种群探索更多区域．
（２）混合均值中心实质为所有粒子位置信息的算术

平均值，由平均值的数理性质可知，其对单个粒子位置的

极端变化敏感，当采用反向学习策略生成新的距离较大

位置时，混合均值中心能快速做出响应，生成为相对差异

大的新位置，使种群的多样性增强，收敛速度加快．
（３）当种群粒子进入最优解所在区域，粒子向最优

解聚集，混合均值中心整合粒子的有利位置信息，位于

群体的中心位置，有望搜索到更高精度解．
３．３　混合均值中心策略分析

粒子数为Ｎ的群体，其均值中心记为 珋ｘ，珋ｘ∈［ｘｍｉｎ，

ｘｍａｘ］，对于均值中心 珋ｘ，存在ｘｉ∈｛ｘ１，…，ｘＮ｝，有
珋ｘ＝ｘｍ－ｘｉ （９）

ｘｍ为［ｘｍｉｎ＋ｘｉ，ｘｍａｘ＋ｘｉ］内的值．参照文献［１０］中的推导，
当ｘｉ≠珋ｘ时，珋ｘ比普通粒子ｘｉ更靠近最优解ｘ

ｏ需满足

珋ｘ－ｘｏ ＜ ｘｉ－ｘ
ｏ （１０）

因此

（珋ｘ－ｘｏ）２－（ｘｉ－ｘ
ｏ）２＜０（珋ｘ＋ｘｉ－２ｘ

ｏ）（珋ｘ－ｘｉ）＜０
（ｘｍ－２ｘ

ｏ）（ｘｍ－２ｘｉ）＜０
（１１）

显然 ｘｉ＜
ｘｍ
２，ｉｆｘ

ｏ＞
ｘｍ
２ （１２）

ｘｉ＞
ｘｍ
２，ｉｆｘ

ｏ＜
ｘｍ
２ （１３）

由此可知，当最优解ｘｏ和粒子 ｘｉ在
ｘｍ
２的不同侧时，珋ｘ比

ｘｉ更靠近最优解ｘ
ｏ．

选取粒子数为１０的群体，在测试函数 Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ和
Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２２６上进行测试，比较 ＭＣ和 ＰＭＣ与整个粒
子群体在每次迭代时成为最优粒子（ｇｂｅｓｔ）的次数．设
置维度为３０，运行次数为３０次，每次运行２００００代，最
终结果取３０次的平均值，所得实验结果见图１、图２．

　　在 Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ和 Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２２６函数上，ＭＣ、ＰＭＣ成
为最优粒子的次数占比较大．由此可知，ＭＣ和 ＰＭＣ为
全局最优的更新做出重要贡献，且各有优势，将两者优

势结合，可大幅提高全局最优的质量．
为进一步体现ＨＭＣ的优势，在１２个测试函数上进

行测验，种群规模设置为 Ｎ＝１０，维度 Ｄ＝３０，ｃ１＝ｃ２＝
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２０，每个测试函数独立运行３０次，最终结果取３０次的
平均值，每次运行评估次数为２０万次，所得实验结果见
下表１．ＨＭＣ在７个函数上有较大优势，对表１中数据

做Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验，ＨＭＣ的秩均值（Ｒａｎｋｓ）最小（１９６），
验证了ＨＭＣ更具优势．

表１　三种均值中心的性能比较

Ｆｕｎ ＰＳＯ ＭＣ ＰＭＣ ＨＭＣ

Ｓｐｈｅｒｅ ＭＢＦ １．８５Ｅ－２９ ２．２４Ｅ－３１ １．０１Ｅ－４２ ６．６４Ｅ－３９
Ｓｃｈｅｗｅｆｅｌ２．２２ ＭＢＦ ３．９３Ｅ－２１ ６．８１Ｅ－２３ ４．９８Ｅ－３０ ４．７６Ｅ－２８
Ｓｃｈｅｗｅｆｅｌ１．２ ＭＢＦ １．４７Ｅ＋０１ ３．２３Ｅ＋００ ４．５２Ｅ＋００ ４．５６Ｅ＋００
Ｓｃｈｅｗｅｆｅｌ２．２１ ＭＢＦ ５．２３Ｅ－２０２ ４．０８Ｅ－１９７ ８．９７Ｅ－１７７ ６．２３Ｅ－１８８
Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ＭＢＦ ３．３４Ｅ＋０１ ３．８９Ｅ＋０１ ３．２９Ｅ＋０１ ３．４７Ｅ＋０１
Ｓｔｅｐ（ｆ６） ＭＢＦ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００
Ｑｕａｒｔｉｃ ＭＢＦ １．５４Ｅ－０２ ３．２４Ｅ－０３ ２．３９Ｅ－０３ １．８３Ｅ－０３

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２．２６ ＭＢＦ １．３８Ｅ＋０３ １．４１Ｅ＋０３ １．４２Ｅ＋０３ １．３５Ｅ＋０３
Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ＭＢＦ ２．４０Ｅ＋０１ １．９０Ｅ＋０１ １．９４Ｅ＋０１ １．５１Ｅ＋０１
Ａｃｋｌｅｙ ＭＢＦ １．４０Ｅ－１４ １．０４Ｅ－１４ ９．９５Ｅ－１５ ９．９５Ｅ－１５
Ｇｒｉｅｗａｎｋ ＭＢＦ １．７７Ｅ－０２ １．７９Ｅ－０２ １．０３Ｅ－０２ １．４４Ｅ－０２
Ｐｅｎａｌｉｚｅｄ１ ＭＢＦ ２．４１Ｅ－０２ ３．４６Ｅ－０３ ６．９１Ｅ－０３ ３．４６Ｅ－０３
Ｒａｎｋｓ ３．２１（４） ２．６７（３） ２．１７（２） １．９６（１）

３．４　混合均值中心反向学习分析
粒子数为Ｎ的群体，其均值中心记为 珋ｘ，其反向学

习所得反向解记为 珋ｘ，另任选种群中某一粒子记为ｘｎ，
ｎ∈（１，２，…，Ｎ），其反向解为 ｘｎ．珋ｘ反应了粒子的集中
趋势，种群中粒子位于或趋近该位置，其对种群粒子的

步长增量可表示为∑
Ｎ

ｉ＝１
｜珋ｘ－ｘｉ｜．ｘｎ为某单个粒子个体，

其对种群粒子的步长增量为∑
Ｎ

ｉ＝１
｜ｘｎ－ｘｉ｜．当种群进行

局部搜索时，种群粒子呈聚集态，珋ｘ与种群多数粒子趋
同，一般情况下，当 珋ｘ≠ｘｎ时，两者对种群的步长增量关
系满足下式：

∑
Ｎ

ｉ＝１
｜珋ｘ－ｘｉ｜≤∑

Ｎ

ｉ＝１
｜ｘｎ－ｘｉ｜ （１４）

式（１４）表明，珋ｘ对种群粒子的步长增量更少，其可引导
种群对解空间进行更精细的搜索，提高寻得最优解的

精度，但仅靠原种群粒子间的作用，种群粒子易陷入局

部最优．本文引入反向学习策略，变换搜索空间，生成
新的反向解，以增强种群逃离局部最优的能力．当对 珋ｘ
求反向解，珋ｘ因与多数粒子位置趋同，其反向解 珋ｘ则与
多数粒子位置存在较大距离．同理，当 珋ｘ≠ｘｎ，其对应反
向解 珋ｘ和ｘｎ 对种群的步长增量则满足下式：

∑
Ｎ

ｉ＝１
｜珋ｘ －ｘｉ｜∑

Ｎ

ｉ＝１
｜ｘｎ －ｘｉ｜ （１５）

因此，混合均值中心生成的反向解，可为种群粒子提供

更多步长增量，其比普通粒子反向学习对种群全局搜

索能力的提升更大，能进一步增强种群粒子逃离局部

最优的能力．
全局搜索和局部搜索是种群进化的两个重要阶

段，全局搜索时，种群为探索更广的搜索区域，粒子的

位置较为分散；局部搜索时，种群对最优解区域进行精

细搜素，粒子位置相对集中．因此本文引入粒子“聚集
度（ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ）”来描述种群的进化过程：

珋ｘ＝ １ＮＤ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｄ

ｄ＝１
ｘｉｄ （１６）

ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ＝ １
２ 槡ｂＮ Ｄ

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｄ

ｄ＝１
（ｘｉｄ－珋ｘ）槡

２ （１７）

其中，Ｎ代表种群大小，Ｄ代表粒子的维度，珋ｘ为遍历种
群所有粒子每一维元素求均值而得的位置基准值，每

个粒子以 珋ｘ为基准的欧式距离为群体位置聚集度．ａｇ
ｇｒｅｇａｔｉｏｎ∈（０，１），当 ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ越大，则表明种群粒子
越分散，反之，则越集中．２ｂ表示搜索空间范围．

全局最优粒子（ＧｌｏｂａｌＢｅｓｔＰｏｓｉｔｉｏｎ，ＧＢＰ）为种群的
最好位置，有时也位于群体的中心位置．为验证本文采
用ＨＭＣ进行反向学习，能更好的平衡种群全局勘探与
局部开发能力，将ＨＭＣ进行反向的策略与ＧＢＰ进行反
向的策略进行对比，两策略分别记为 ＯＢＬ－ＨＭＣ和
ＯＢＬ－ＧＢＰ，选取多峰函数 ＳｈｉｆｔｅｄａｎｄＲｏｔａｔｅｄＥｘｐａｎｄｅｄ
Ｇｒｉｅｗａｎｋ’ｓｐｌｕｓＲｏｓｅｎｂｒｏｃｋ’ｓＦｕｎｃｔｉｏｎ［１１］作为测试函
数，求两策略下的聚集度并进行收敛性分析．种群规模
Ｎ＝２０，维度Ｄ＝３０，评估次数设为１５００次，所得各策略
下聚集度和收敛性如图３和４所示．
　　图３中，ＯＢＬ－ＧＢＰ策略约８８０次评估前，ａｇｇｒｅｇａ
ｔｉｏｎ由大到小波动下降，表明种群粒子位置由分散态转
为聚拢态，满足全局搜索过程搜索区域由大到小变化

的特征，可将此过程判定为全局搜索阶段．在８８０次评
估后，ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ将维持在０２５上下波动，表明种群粒
子集中在较小的区域内，可将此过程判定为局部搜索

阶段．同理，ＯＢＬ－ＨＭＣ策略的种群进化过程中，约７００
次评估前，ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ由大到小波动下降，此过程可判
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定为全局搜索阶段，７００次评估后，ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ将维持在
０２１上下波动，可判定为局部搜索阶段．

将 ＯＢＬ－ＨＭＣ与 ＯＢＬ－ＧＢＰ比较，由图３可知，在
全局搜索阶段，ＯＢＬ－ＧＢＰ的搜索范围可等价为 Ｏ２，
ＯＢＬ－ＨＭＣ的搜索范围等价为 Ｏ１，显然有 Ｏ１＞Ｏ２，验
证了 ＯＢＬ－ＨＭＣ离种群各粒子位置的距离较大，能提
供种群逃离局部最优的步长更多，对全局搜索能力的

提升更大的结论．在局部搜索阶段，ＯＢＬ－ＧＢＰ的 ａｇ
ｇｒｅｇａｔｉｏｎ在０２５上下波动，而 ＯＢＬ－ＨＭＣ的 ａｇｇｒｅｇａ
ｔｉｏｎ在０２１上下波动，表明 ＯＢＬ－ＨＭＣ策略下，种群
粒子位置更集中，验证了 ＨＭＣ策略下，种群可进一步
对解空间精细搜素，局部搜索能力强的结论．此外，图
４中对两策略进行了收敛性分析，实验结果表明，相
比 ＯＢＬ－ＧＢＰ策略，ＯＢＬ－ＨＭＣ策略下收敛速度更快，
收敛精度更高，使用混合均值中心进行反向学习，比

使用全局最优进行反向学习对算法优化性能提升

更大．
３．５　算法流程

ＨＣＯＰＳＯ算法的运行流程如下所示：

ＨＣＯＰＳＯ算法

Ｂｅｇｉｎｎｉｎｇ
Ｓｔｅｐ１　设置学习因子、惯性权重、评估次数、解空间维度、种群规模等

相关参数；

Ｓｔｅｐ２　对种群中所有粒子初始化；
Ｓｔｅｐ３　将种群粒子根据式（１）和式（２）更新飞行速度和位置；
Ｓｔｅｐ４　根据式（３）、（４）、（５）和（６）构造均值中心和偏均值中心，再

将其两种优势结合，构造更具优势的混合均值中心参与种群

进化；

Ｓｔｅｐ５　按照式（７）、（８）对混合均值中心进行反向学习，生成的反向
解参与种群进化，得到更新后的全局最优解；

Ｓｔｅｐ６　当达到最大评估次数时，输出最优解，否则返回Ｓｔｅｐ３．
Ｅｎｄｉｎｇ

４　仿真实验

４．１　参数设置
ＨＣＯＰＳＯ算法的参数设置如下：种群规模 Ｎ设置

为２０，ｃ１，ｃ２设置为２０，用ｔ表示算法的当前迭代次数，
Ｍａｘ－ｔ表示算法的最大迭代次数，惯性权重为 ｗ＝０５５
·ｅｘｐ（－０５·ｔ／Ｍａｘ－ｔ）．
４．２　仿真实验及结果分析

将 ＨＣＯＰＳＯ在维度 Ｄ＝１００的条件下，与 ７种算
法：ＬＦＰＳＯ［５］，ＲＰＳＯＬＦ［６］，ＨＰＳＯＳＣＡＣ［８］，ＨＰＳＯ
ＴＶＡＣ，ＣＬＰＳＯ，ＤＭＳＰＳＯ，ＰＳＯＬＦ［１２］比较．测试的函数
参考文献［１２］中的 ｆ１～ｆ１４，各算法的参数都按照原文
献设置，评估次数设为５０万次，所有算法独立运行３０
次，最终结果取３０次的平均值，具体实验数据见表２
所示．

本节表２中实验数据来源如下：ＣＬＰＳＯ、ＤＭＳＰＳＯ
所测试函数ｆ１、ｆ２、ｆ３、ｆ４、ｆ６、ｆ７、ｆ８、ｆ９和ｆ１０的数据参考文献
［１３］，ｆ５、ｆ１１、ｆ１２、ｆ１３、和ｆ１４为实验所得．ＰＳＯＬＦ在ｆ１、ｆ２、ｆ３、
ｆ４、ｆ６、和ｆ８的数据参考文献［１２］，其余函数数据为实验
所得．ＨＰＳＯＴＶＡＣ、ＬＦＰＳＯ、ＲＰＳＯＬＦ、ＨＰＳＯＳＣＡＣ在
１００维数据为实验所得．

分析表 ２数据，得出以下结论：在相同评估次数
下，ＨＣＯＰＳＯ在ｆ１、ｆ２、ｆ６、ｆ８、ｆ１２、ｆ１３和ｆ１４全部求得最优解，
所测函数ｆ９、ｆ１０同样求得比其它算法更高质量的解，测
试ｆ３、ｆ４、ｆ５函数所得最优解相比其它算法优势明显．
ＣＬＰＳＯ在测试函数 ｆ５时优势明显，其余函数时算法性
能有待加强．ＨＰＳＯＴＶＡＣ和 ＤＭＳＰＳＯ在 ｆ９、ｆ１０时优势
明显，测试其余函数时，算法易陷入局部最优．ＰＳＯＬＦ
和ＲＰＳＯＬＦ在测试函数ｆ１、ｆ２、ｆ６、ｆ８、ｆ１２、ｆ１３和ｆ１４求得了函
数最优解，但 ｆ９、ｆ１０时算法仍陷入局部最优．ＨＰＳＯ
ＳＣＡＣ在函数ｆ１、ｆ２、ｆ６、ｆ８、ｆ１２、ｆ１３和 ｆ１４同样能求得函数最
优解，但在测试函数 ｆ９、ｆ１０时，算法仍陷入局部最优．引
入Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验分析所得测试数据，表中 ＨＣＯＰＳＯ算
法相比其它７种改进的粒子群算法，所得秩均值最小，
验证了本文将混合均值中心与反向学习结合后算法的

综合性能更优．
４．３　收敛性分析

图５、６中，由于篇幅限制，在维度为 １００，评估
次数５０万次的条件下，选取单模函数 ｆ１和旋转多模
函数 ｆ１４，将 ＨＣＯＰＳＯ算法与 ４２节中 ７种算法进行
比较．
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表２　１００维实验结果对比

Ｆｕｎ ＣＬＰＳＯ ＨＰＳＯＴＶＡＣ ＤＭＳＰＳＯ ＬＦＰＳＯ ＰＳＯＬＦ ＲＰＳＯＬＦ ＨＰＳＯＳＣＡＣ ＨＣＯＰＳＯ

ｆ１
ＭＢＦ
ＳＤ

４．１６Ｅ－７５
１．８０Ｅ－７４

５．４８Ｅ－２６
２．５９Ｅ－２５

４．８９Ｅ－７７
１．４０Ｅ－７６

２．６５Ｅ－１０
３．８９Ｅ－０８

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ２
ＭＢＦ
ＳＤ

３．４５Ｅ－４５
１．５２Ｅ－４４

３．７７Ｅ－１５
１．２０Ｅ－１４

５．８３Ｅ＋０２
３．５４Ｅ＋０１

１．０２Ｅ＋００
３．２１Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

１．２２Ｅ－２５２
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ３
ＭＢＦ
ＳＤ

１．４６Ｅ＋０２
４．７８Ｅ＋０１

１．３４Ｅ＋０２
２．２８Ｅ＋０２

１．２０Ｅ＋０２
３．６２Ｅ＋０１

２．５６Ｅ＋０１
５．２３Ｅ－０１

９．０４Ｅ＋０１
２．５７Ｅ＋０１

９．１５Ｅ＋０１
１．５０Ｅ＋００

９．２７Ｅ＋０１
４．３１Ｅ＋００

９．２６Ｅ＋０１
１．０４Ｅ＋００

ｆ４
ＭＢＦ
ＳＤ

７．００Ｅ－０３
１．５３Ｅ－０３

１．１７Ｅ－４８
１．２７Ｅ－４７

６．４０Ｅ－０３
２．５６Ｅ－０３

３．２１Ｅ－０３
３．２４Ｅ－０３

２．３５Ｅ－０５
１．９２Ｅ－０５

８．６８Ｅ－０３
５．４７Ｅ－０３

３．２５Ｅ－１２５
０．００Ｅ＋００

２．２２Ｅ－０５
１．５０Ｅ－０４

ｆ５
ＭＢＦ
ＳＤ

５．３６Ｅ＋００
２．３５Ｅ＋０１

２．３０Ｅ＋０３
２．８８Ｅ＋０３

６．５８Ｅ＋０４
５．２１Ｅ＋０１

３．５６Ｅ＋０４
３．５６Ｅ＋０３

２．４６Ｅ＋０４
５．７５Ｅ＋０３

１．２９Ｅ＋０３
２．０５Ｅ＋０３

２．６６Ｅ＋０４
４．１１Ｅ＋０３

８．７３Ｅ＋０３
５．８４Ｅ＋０３

ｆ６
ＭＢＦ
ＳＤ

７．０２Ｅ＋００
１．００Ｅ＋０２

４．９０Ｅ＋０１
４．２１Ｅ＋０１

１．９５Ｅ＋０１
２．５９Ｅ＋０１

３．２５Ｅ＋０１
５．６８Ｅ＋０１

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ７
ＭＢＦ
ＳＤ

２．７４Ｅ－１４
５．１７Ｅ－１５

３．２１Ｅ－１２
４．２９Ｅ－１１

９．９１Ｅ－０１
４．４３Ｅ＋００

３．８７Ｅ－０９
５．８９Ｅ－０９

５．８９Ｅ－１６
０．００Ｅ＋００

５．８９Ｅ－１６
０．００Ｅ＋００

５．８９Ｅ－１６
０．００Ｅ＋００

５．８８Ｅ－１６
０．００Ｅ＋００

ｆ８
ＭＢＦ
ＳＤ

３．３３Ｅ－１７
７．２９Ｅ－１７

２．７１Ｅ－０３
２．３２Ｅ－０２

７．４０Ｅ－０４
２．２８Ｅ－０３

３．８９Ｅ－０２
５．７８Ｅ－０２

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ９
ＭＢＦ
ＳＤ

９．３３Ｅ－０３
２．８７Ｅ－０２

２．３９Ｅ－２４
７．１９Ｅ－２４

１．５６Ｅ－０２
４．２３Ｅ－０２

９．５６Ｅ－０２
３．４６Ｅ－０２

２．１５Ｅ－０２
３．２６Ｅ－０２

１．２７Ｅ－１２
１．２４Ｅ－１１

５．４７Ｅ－０１
７．０８Ｅ－０１

８．５８Ｅ－２４
９．２７Ｅ－２３

ｆ１０
ＭＢＦ
ＳＤ

１．１０Ｅ－０３
３．３８Ｅ－０３

１．７４Ｅ－２１
７．０５Ｅ－２１

５．４９Ｅ－０３
１．２６Ｅ－０２

８．９７Ｅ－０２
２．６５Ｅ－０２

６．３２Ｅ－０３
２．５３Ｅ－０２

３．２５Ｅ－０３
９．５７Ｅ－０２

４．５０Ｅ＋００
６．７１Ｅ＋００

３．９０Ｅ－０３
９．５４Ｅ－０２

ｆ１１
ＭＢＦ
ＳＤ

６．３２Ｅ＋０３
２．３２Ｅ＋０２

２．８５Ｅ＋０４
５．１４Ｅ＋０３

１．１２Ｅ＋０４
３．６５Ｅ＋０３

３．５６Ｅ＋０４
３．２５Ｅ＋０３

４．１８Ｅ＋０４
１．６７Ｅ＋０２

３．４３Ｅ＋０４
３．５７Ｅ＋０３

２．０７Ｅ＋０４
８．６３Ｅ＋０２

１．２６Ｅ＋０４
７．９２Ｅ＋０３

ｆ１２
ＭＢＦ
ＳＤ

２．５６Ｅ＋０３
５．３２Ｅ＋０２

５．４７Ｅ＋０２
１．０３Ｅ＋０２

９．３２Ｅ＋０２
１．３５Ｅ＋０２

１．２５Ｅ＋０２
６．３２Ｅ＋０１

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１３
ＭＢＦ
ＳＤ

６．８７Ｅ－０３
３．９８Ｅ－０３

１．０５Ｅ－０６
２．５４Ｅ－０６

３．５６Ｅ－０６
３．８９Ｅ－０５

６．８９Ｅ－０６
１．５８Ｅ－０５

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１４
ＭＢＦ
ＳＤ

２．３２Ｅ－０２
１．２５Ｅ－０２

３．８９Ｅ－０３
５．８９Ｅ－０３

８．２５Ｅ－０１
９．２３Ｅ－０１

９．５８Ｅ－０２
２．５６Ｅ－０２

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

Ｒａｎｋｓ ４．８９（５） ４．８９（５） ６．０４（７） ６．４３（８） ３．７１（３） ３．２９（２） ３．８２（４） ２．９３（１）

　　大部分算法在ｆ１函数上都能够求得较高精度的解，
但ＨＣＯＰＳＯ算法所用评估次数更少，收敛速度最快．在
ｆ１４函数上，ＨＣＯＰＳＯ、ＰＳＯＬＦ、ＲＰＳＯＬＦ和ＨＰＳＯＳＣＡＣ都
能求得最优解，ＨＣＯＰＳＯ收敛速度更快，其余算法未求
得最优解．
４．４　与相关新算法比较

为进一步验证 ＨＣＯＰＳＯ算法的优势，将其与基
于反向学习策略的代表性改进粒子群优化算法

ＧＯＰＳＯ、ＯＰＳＯ、ＮＣＯＰＳＯ［１４］在 ＣＥＣ２０１３［１５］函数集上
比较．评估次数设置为 １０万次，维度 Ｄ为 ３０，各算

法独立运行２５次，最终结果取２５次平均值，其他算
法的参数设置和实验数据参照文献［１４］，所得实验
结果见下表３．

与ＯＰＳＯ算法相比，ＨＣＯＰＳＯ算法在所测的 ２２个
函数上优势较大，在６个测试函数上，ＨＣＯＰＳＯ算法的
优化性能低于 ＯＰＳＯ．与 ＧＯＰＳＯ算法相比，ＨＣＯＳＰＯ算
法在２４个测试函数占有优势，在其余 ４个函数上，
ＨＣＯＰＳ算法的优化性能有待加强．与 ＮＣＯＰＳＯ算法相
比，ＨＣＯＰＳＯ算法在１４函数占优，在其余１４个函数上，
两算法的优化性能接近．
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表３　ＣＥＣ２０１３实验结果对比

Ｆｕｎ ＯＰＳＯ ＧＯＰＳＯ ＮＣＯＰＳＯ ＨＣＯＰＳＯ

ｆ１ ＭＢＦ ２．４６Ｅ－０４ ９．３６Ｅ－０４ ２．２７Ｅ－１３ ２．７３Ｅ－１３
ｆ２ ＭＢＦ ３．２６Ｅ＋０７ ３．１９Ｅ＋０７ ３．６５Ｅ＋０６ ４．８９Ｅ＋０６
ｆ３ ＭＢＦ ４．０３Ｅ＋０９ ６．２０Ｅ＋０９ ７．２８Ｅ＋０７ １．８９Ｅ＋０８
ｆ４ ＭＢＦ ３．４７Ｅ＋０４ ３．４９Ｅ＋０４ ２．０５Ｅ＋０４ １．６６Ｅ＋０４
ｆ５ ＭＢＦ ２．７４Ｅ－０２ ２．２２Ｅ－０２ ２．８５Ｅ－０３ １．１８Ｅ－１２
ｆ６ ＭＢＦ １．１６Ｅ＋０２ １．３２Ｅ＋０２ １．０８Ｅ＋０２ ４．１５Ｅ＋０１
ｆ７ ＭＢＦ １．１３Ｅ＋０２ １．１６Ｅ＋０２ ２．９３Ｅ＋０１ ５．９０Ｅ＋０１
ｆ８ ＭＢＦ ２．１０Ｅ＋０１ ２．１０Ｅ＋０１ ２．１０Ｅ＋０１ ２．１０Ｅ＋０１
ｆ９ ＭＢＦ ３．５５Ｅ＋０１ ３．４１Ｅ＋０１ ２．３４Ｅ＋０１ ２．７５Ｅ＋０１
ｆ１０ ＭＢＦ １．５０Ｅ＋０１ ３．７３Ｅ＋０１ ２．３６Ｅ－０１ ７．３０Ｅ－０１
ｆ１１ ＭＢＦ ５．７４Ｅ＋０１ ５．３８Ｅ＋０１ ６．０２Ｅ＋０１ ４．２３Ｅ＋０１
ｆ１２ ＭＢＦ １．５３Ｅ＋０２ １．４４Ｅ＋０２ ５．９３Ｅ＋０１ ８．３９Ｅ＋０１
ｆ１３ ＭＢＦ ２．２８Ｅ＋０２ ２．３１Ｅ＋０２ １．３３Ｅ＋０２ １．６６Ｅ＋０２
ｆ１４ ＭＢＦ １．６３Ｅ＋０３ １．５２Ｅ＋０３ ６．９８Ｅ＋０３ １．１９Ｅ＋０３
ｆ１５ ＭＢＦ ４．５４Ｅ＋０３ ４．６８Ｅ＋０３ ６．２３Ｅ＋０３ ６．１２Ｅ＋０３
ｆ１６ ＭＢＦ ２．６２Ｅ＋００ ２．４６Ｅ＋００ ２．５１Ｅ＋００ ２．３７Ｅ＋００
ｆ１７ ＭＢＦ ６．５９Ｅ＋０１ ６．９２Ｅ＋０１ １．８３Ｅ＋０２ ８．２６Ｅ＋０１
ｆ１８ ＭＢＦ ２．５７Ｅ＋０２ ２．８６Ｅ＋０２ １．８０Ｅ＋０２ ２．４３Ｅ＋０２
ｆ１９ ＭＢＦ ５．７０Ｅ＋００ ５．６１Ｅ＋００ ９．３９Ｅ＋００ ３．８４Ｅ＋００
ｆ２０ ＭＢＦ １．４７Ｅ＋０１ １．４５Ｅ＋０１ １．３２Ｅ＋０１ １．２２Ｅ＋０１
ｆ２１ ＭＢＦ ２．９３Ｅ＋０２ ３．１６Ｅ＋０２ ３．０６Ｅ＋０２ ３．１１Ｅ＋０２
ｆ２２ ＭＢＦ １．８６Ｅ＋０３ ２．０４Ｅ＋０３ ６．６９Ｅ＋０３ １．１８Ｅ＋０３
ｆ２３ ＭＢＦ ４．８７Ｅ＋０３ ５．２６Ｅ＋０３ ７．２３Ｅ＋０３ ５．６２Ｅ＋０３
ｆ２４ ＭＢＦ ２．９２Ｅ＋０２ ２．９６Ｅ＋０２ ２．４０Ｅ＋０２ ２．７４Ｅ＋０２
ｆ２５ ＭＢＦ ３．１９Ｅ＋０２ ３．２０Ｅ＋０２ ３．１１Ｅ＋０２ ２．９１Ｅ＋０２
ｆ２６ ＭＢＦ ２．０２Ｅ＋０２ ２．０２Ｅ＋０２ ２．７４Ｅ＋０２ ２．５８Ｅ＋０２
ｆ２７ ＭＢＦ １．２２Ｅ＋０３ １．２２Ｅ＋０３ ７．１４Ｅ＋０２ ９．８２Ｅ＋０２
ｆ２８ ＭＢＦ ８．７８Ｅ＋０２ １．０９Ｅ＋０３ ３．００Ｅ＋０２ ５．９９Ｅ＋０２

Ｒａｎｋｓ ３．１３（４） ２．８４（３） ２．２０（２） １．８４（１）

　　对表３数据所得实验数据进行 Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验，所
得结果中，ＨＣＯＰＳＯ的所得秩均值评价指标最小
（１８４），验证了 ＨＣＯＰＳＯ算法的优化性能比其它三种
使用反向学习的粒子群算法更好，验证了采用混合均

值中心进行反向学习对算法性能提升更大．
近年来，在智能计算领域，另提出了许多较有优势

的算法［１６］，且以成功应用于工程实践．为进一步体现
ＨＣＯＰＳＯ算法的性能，将其与改进人工蜂群算法
ＢＡＢＣ、ＡＡＢＣＬＳ和ＡＢＣＶＳＳ，改进差分算法 ＣｏＤＥ、ＪＡＤＥ
和ｊＤＥｓｃｏｐ，及高效的进化策略 ＣＭＡＥＳ比较．实验设置
维度Ｄ＝５０，评估次数为２５万次，各函数参数设置参照
原文献，所得实验结果见下表４，表中各算法的数据和
所测函数的２２个函数参照文献［１７］．

从表４中数据可知，在测试的２２个函数中，ＢＡＢＣ
算法在对函数的优化性能上，在ｆ６、ｆ８、ｆ１５、ｆ１７、ｆ２０、ｆ２１和ｆ２２
上，７个函数达到了最优解值，在算法的稳定性上，有７
个函数达到最好．ＡＡＢＣＬＳ在对函数的优化性能上，在
ｆ６、ｆ１５、ｆ２１和ｆ２２上有４个函数达到了最好值，在算法的稳
定性上，ｆ６、ｆ９、ｆ１５、和 ｆ２９共５个函数达到最好．ＡＢＣＶＳＳ
在对函数的优化性能上，在 ｆ６、ｆ１５、ｆ１７、ｆ２０、ｆ１７和 ｆ２０上有６
个函数达到了最优值，在算法的稳定性上，ｆ６、ｆ１５、ｆ１７、ｆ２０
和ｆ２１共５个函数达到最好．

ＣｏＤＥ在对函数的优化性能上，在 ｆ９、ｆ１５、ｆ１６、ｆ１９和 ｆ２１
上有５个函数达到了最好值，在算法的稳定性上，ｆ９、ｆ１５、
ｆ１９和ｆ２１共４个函数达到最好．ＪＡＤＥ在对函数的优化性能
上，在ｆ１５、ｆ１６、ｆ１９和ｆ２１上，有４个函数达到了最好值，在算
法的稳定性上，在ｆ１５、ｆ１６、和ｆ１９上，有３个函数达到最好．

ｊＤＥｓｃｏｐ在对函数的优化性能上，有５个函数达到
了最好值，在算法的稳定性上，有２个函数达到最好．
ＣＭＡＥＳ有１个函数达到了最好值，在算法的稳定性上，
有１个函数达到最好．

ＨＣＯＰＳＯ算法在ｆ１～ｆ７，ｆ１１～ｆ１３，ｆ１８，ｆ２０共１２个函数
上都寻得最优解，且稳定性强．在ｆ９、ｆ１５函数上，ＨＣＯＰＳＯ
算法所得最优解质量，算法的稳定性都优于其他算法．
在剩余的函数上，ＨＣＯＰＳＯ算法总体优势明显．将８种
新相关算法与 ＨＣＯＰＳＯ算法进行 Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验，所得
各算法的秩均值中，ＨＣＯＰＳＯ算法秩均值最小（３６１），
验证算法的综合优化性能更强．

表４　与８种相关算法实验结果对比

Ｆｕｎ ＢＡＢＣ ＣｏＤＥ ＪＡＤＥ ｊＤＥｓｃｏｐ ＡＡＢＣＬＳ ＣＭＡＥＳ ＡＢＣＶＳＳ ＨＣＯＰＳＯ

ｆ１
ＭＢＦ
ＳＤ

１．０１Ｅ－１４
５．０７Ｅ－１４

１．１６Ｅ－３７
２．６９Ｅ－３７

２．５０Ｅ－８７
８．６２Ｅ－８７

１．１５Ｅ－３６
５．７５Ｅ－３６

４．６０Ｅ－３５
１．６７Ｅ－３５

１．２１Ｅ－２８
２．０９Ｅ－２９

６．６８Ｅ－２３
３．１６Ｅ－３２

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ２
ＭＢＦ
ＳＤ

２．１８Ｅ－０６
１．０６Ｅ－０５

１．２１Ｅ－２０
８．９４Ｅ－２１

１．８９Ｅ－４１
８．３２Ｅ－４１

１．７１Ｅ－２２
８．４６Ｅ－２２

４．９８Ｅ－１８
１．３４Ｅ－１８

３．６９Ｅ－０４
１．８４Ｅ－０３

２．８９Ｅ－１８
６．５２Ｅ－１８

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ３
ＭＢＦ
ＳＤ

６．２９Ｅ－０２
１．２４Ｅ－０１

３．３２Ｅ＋０１
２．２６Ｅ＋０１

３．１９Ｅ－０１
１．１０Ｅ＋００

２．５８Ｅ＋０１
２．６８Ｅ＋０１

３．０９Ｅ＋００
１．３６Ｅ＋０１

１．７５Ｅ－２５
４．３１Ｅ－２６

１．０９Ｅ－０１
２．５２Ｅ－０１

４．１０Ｅ＋０１
３．５１Ｅ＋００

ｆ４
ＭＢＦ
ＳＤ

５．７４Ｅ－０２
１．１１Ｅ－０２

８．１７Ｅ－０３
２．７９Ｅ－０３

２．５０Ｅ－０３
１．５４Ｅ－０３

３．９１Ｅ－０３
１．４７Ｅ－０３

１．６３Ｅ－０２
４．６８Ｅ－０３

２．８０Ｅ－０１
６．７０Ｅ－０２

６．１４Ｅ－０２
１．３８Ｅ－０２

３．２０Ｅ－０５
１．７４Ｅ－０４

ｆ５
ＭＢＦ
ＳＤ

３．７８Ｅ－１２
７．２８Ｅ－１３

４．７４Ｅ＋００
２．３７Ｅ＋０１

４．７５Ｅ＋００
２．３２Ｅ＋０１

６．１８Ｅ＋０１
１．６９Ｅ＋０２

１．４１Ｅ－１１
３．５３Ｅ－１２

９．０１Ｅ＋０３
１．１３Ｅ＋０３

４．６６Ｅ－１２
２．４７Ｅ－１２

７．１９Ｅ＋０２
２．０８Ｅ＋０３

５１８１
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续表

Ｆｕｎ ＢＡＢＣ ＣｏＤＥ ＪＡＤＥ ｊＤＥｓｃｏｐ ＡＡＢＣＬＳ ＣＭＡＥＳ ＡＢＣＶＳＳ ＨＣＯＰＳＯ

ｆ６
ＭＢＦ
ＳＤ

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

７．３４Ｅ－０１
８．８２Ｅ－０１

１．７８Ｅ－１１
１．７４Ｅ－１１

１．０３Ｅ－１４
１．３１Ｅ－１４

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

３．８９Ｅ＋０２
７．１１Ｅ＋０１

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ７
ＭＢＦ
ＳＤ

７．５０Ｅ－１５
２．４９Ｅ－１５

２．８１Ｅ－１５
７．１１Ｅ－１６

６．２２Ｅ－１５
０．００Ｅ＋００

１．４３Ｅ＋０１
６．５０Ｅ＋００

２．６５Ｅ－１４
３．４８Ｅ－１５

１．９９Ｅ＋０１
２．６３Ｅ－０２

１．７０Ｅ－１４
５．７５Ｅ－３３

５．８９Ｅ－１６
０．００Ｅ＋００

ｆ８
ＭＢＦ
ＳＤ

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

２．９６Ｅ－０４
１．４８Ｅ－０３

７．８８Ｅ－０４
２．８２Ｅ－０３

１．４７Ｅ－１６
２．６０Ｅ－１６

４．４４Ｅ－１８
２．２２Ｅ－１７

１．３８Ｅ－０３
３．３４Ｅ－０３

３．６７Ｅ－１４
１．８４Ｅ－１３

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ９
ＭＢＦ
ＳＤ

１．２２Ｅ－１３
６．０９Ｅ－１３

９．４２Ｅ－３３
１．４０Ｅ－４８

２．４９Ｅ－０３
１．２４Ｅ－０２

１．９１Ｅ－３１
５．２８Ｅ－３１

９．４２Ｅ－３３
１．４０Ｅ－４８

４．９８Ｅ－０３
１．７２Ｅ－０２

１．０７Ｅ－３２
５．７４Ｅ－３３

３．２５Ｅ－３１
４．９２Ｅ－３０

ｆ１０
ＭＢＦ
ＳＤ

２．５０Ｅ－１５
１．２５Ｅ－１４

１．５５Ｅ－３３
２．４７Ｅ－３４

１．０１Ｅ－０４
８．０５Ｅ－０５

５．０２Ｅ－３２
５．９５Ｅ－３２

１．５０Ｅ－３３
０．００Ｅ＋００

８．０１Ｅ＋０３
６．２５Ｅ＋０３

１．８０Ｅ－３３
１．０８Ｅ－３３

８．８９Ｅ－３１
２．１４Ｅ－２９

ｆ１１
ＭＢＦ
ＳＤ

３．１４Ｅ－２９
４．９５Ｅ－２９

１．２５Ｅ－３４
１．５０Ｅ－３４

４．４３Ｅ－７８
２．２１Ｅ－７７

４．７７Ｅ－３６
１．８５Ｅ－３５

４．４８Ｅ－３３
２．１６Ｅ－３３

４．８８Ｅ－２３
９．２０Ｅ－２４

１．１１Ｅ－２３
４．１７Ｅ－２３

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１２
ＭＢＦ
ＳＤ

１．２３Ｅ－１３
６．１６Ｅ－１３

１．９４Ｅ－３８
４．０８Ｅ－３８

２．２７Ｅ－８５
１．１４Ｅ－８２

１．８０Ｅ－４１
１．４７Ｅ－１６

２．５４Ｅ－３５
１．２４Ｅ－３５

４．２２Ｅ－２７
９．１２Ｅ－２８

１．７７Ｅ－３３
７．８８Ｅ－３３

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１３
ＭＢＦ
ＳＤ

２．９６Ｅ－９２
０．００Ｅ＋００

６．２０Ｅ－１４３
３．１５Ｅ－１４２

３．０１Ｅ－１００
１．００Ｅ－９９

３．５８Ｅ－１２４
１．７９Ｅ－１２３

１．５２Ｅ－５０
４．８８Ｅ－５０

６．８２Ｅ－１３
５．３９Ｅ－１３

７．２１Ｅ－４１
３．５６Ｅ－４０

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１４
ＭＢＦ
ＳＤ

７．２０Ｅ＋００
２．７８Ｅ＋００

６．００Ｅ－０５
９．５１Ｅ－０５

８．２０Ｅ－１０
９．５１Ｅ－１０

２．５２Ｅ＋００
５．６１Ｅ－０１

１．１６Ｅ－０１
１．２４Ｅ－０１

６．００Ｅ－１５
７．４５Ｅ－１６

２．０６Ｅ＋００
３．７７Ｅ－０１

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１５
ＭＢＦ
ＳＤ

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

１．６０Ｅ－０１
４．７３Ｅ－０１

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１６
ＭＢＦ
ＳＤ

２．６７Ｅ－１０９
２．６２Ｅ－１１６

２．６７Ｅ－１０９
９．６７Ｅ－１２５

２．６７Ｅ－１０９
９．６０Ｅ－１２５

２．６７Ｅ－１０９
９．６５Ｅ－１２５

２．６７Ｅ－１０９
２．７７Ｅ－１１９

５．４０Ｅ－６６
１．９９Ｅ－６５

２．６７Ｅ－１０９
３．０８Ｅ－１２０

６．００Ｅ－１０６
１．０２Ｅ－１０４

ｆ１７
ＭＢＦ
ＳＤ

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

２．２８Ｅ＋０１
４．６８Ｅ＋００

２．７４Ｅ－０８
２．０７Ｅ－０８

８．０２Ｅ－０２
２．７７Ｅ－０１

８．００Ｅ－０２
２．７７Ｅ－０１

３．７８Ｅ＋０２
４．９０Ｅ＋０１

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１８
ＭＢＦ
ＳＤ

２．０７Ｅ－１６
７．７９Ｅ－１６

４．３９Ｅ－０３
６．４４Ｅ－０３

１．０１Ｅ－０４
８．０５Ｅ－０５

２．９５Ｅ－０５
３．０９Ｅ－０５

５．３２Ｅ－１１
９．６８Ｅ－１１

８．５９Ｅ－０１
８．４９Ｅ－０１

２．１４Ｅ－１６
７．４３Ｅ－１６

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ１９
ＭＢＦ
ＳＤ

１．３５Ｅ－３１
２．２３Ｅ－４７

１．３５Ｅ－３１
２．４７Ｅ－３３

１．３５Ｅ－３１
２．２３Ｅ－４７

１．３０Ｅ－３０
３．６９Ｅ－３０

１．３５Ｅ－３１
２．２３Ｅ－４７

３．７７Ｅ－０１
１．２２Ｅ＋００

１．３５Ｅ－３１
２．２３Ｅ－４７

１．７６Ｅ－０２
２．０１Ｅ－０１

ｆ２０
ＭＢＦ
ＳＤ

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

３．４５Ｅ＋００
２．９４Ｅ－０１

３．３３Ｅ－０１
４．４５Ｅ－０２

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

２．５６Ｅ－０６
７．３９Ｅ－０６

９．４１Ｅ＋００
４．１９Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

０．００Ｅ＋００
０．００Ｅ＋００

ｆ２１
ＭＢＦ
ＳＤ

－７．８３Ｅ＋０１
１．１６Ｅ－１４

－７．８３Ｅ＋０１
４．１０Ｅ－１５

－７．８３Ｅ＋０１
２．２６Ｅ－０１

－７．８３Ｅ＋０１
１．１２Ｅ－１３

－７．８３Ｅ＋０１
４．１０Ｅ－１５

－６．４３Ｅ＋０１
２．６３Ｅ＋００

－７．８３Ｅ＋０１
１．００Ｅ－１４

－７．０７Ｅ＋０１
８．０４Ｅ＋００

ｆ２２
ＭＢＦ
ＳＤ

－５．００Ｅ＋０１
６．７９Ｅ－０６

－４．８６Ｅ＋０１
４．４５Ｅ－０１

－４．９８Ｅ＋０１
３．８６Ｅ－０２

－５．００Ｅ＋０１
９．２３Ｅ－０３

－５．００Ｅ＋０１
９．１３Ｅ－０４

－４．１０Ｅ＋０１
２．６５Ｅ＋００

－５．００Ｅ＋０１
３．８２Ｅ－０７

－４．１２Ｅ＋０１
１．０３Ｅ＋０１

Ｒａｎｋｓ ４．２３（４） ４．４３（７） ４．０７（３） ４．３６（６） ３．９８（２） ７．０９（８） ４．２３（４） ３．６１（１）

　　群智能算法经过的大量研究，绝大多数改进算法
对较早版本的标准测试函数有较好优化效果．因此，本
文采用新近提出的测试函数 ＣＥＣ２０１５［１１］进一步验证
算法的优化性能．ＨＣＯＰＳＯ算法分别与新近提出的萤火
虫与粒子群混合优化算法 ＦＦＰＳＯ，ＨＰＳＯＦＦ，ＨＦＰＳＯ［１８］

比较，维度Ｄ＝３０，评估次数为１５００，实验数据和其他
参数设置参见文献［１８］．

表５为各算法测函数 ＣＥＣ２０１５的实验结果，
ＨＣＯＰＳＯ算法在所测１５个函数中，有１４个函数占较大
优势，对各算法进行 Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验，ＨＣＯＰＳＯ算法所得
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秩均值最小，再次验证了本文算法更具优势．
表５　ＣＥＣ２０１５实验结果对比

Ｆｕｎ ＰＳＯ ＦＡ ＦＦＰＳＯ ＨＰＳＯＦＦ ＨＦＰＳＯ ＨＣＯＰＳＯ

ｆ１ ＭＢＦ ３．９０４９Ｅ＋０９ ２．８８９９Ｅ＋１０ ９．２３８３Ｅ＋１０ ４．７５３９Ｅ＋０９ １．１７９５Ｅ＋０９ ７．８７２５Ｅ＋０７
ｆ２ ＭＢＦ ９．９７６０Ｅ＋０４ １．３４１８Ｅ＋０５ ６．９４３０Ｅ＋０６ ９．７３７６Ｅ＋０４ ８．５６５３Ｅ＋０４ ５．０９３９Ｅ＋０３
ｆ３ ＭＢＦ ３．３１１３Ｅ＋０２ ３．３８５０Ｅ＋０２ ３．４７７１Ｅ＋０２ ３．３０５９Ｅ＋０２ ３．２６３８Ｅ＋０２ ３．１６９５Ｅ＋０２
ｆ４ ＭＢＦ ７．７９２８Ｅ＋０３ ８．０３３０Ｅ＋０３ ９．６６９６Ｅ＋０３ ６．８１９９Ｅ＋０２ ５．１２０２Ｅ＋０３ ７．２１８９Ｅ＋０２
ｆ５ ＭＢＦ ５．０４１８Ｅ＋０２ ５．０４２５Ｅ＋０２ ５．０５８６Ｅ＋０２ ５．０４２２Ｅ＋０２ ５．０４１０Ｅ＋０２ ５．０２５１Ｅ＋０２
ｆ６ ＭＢＦ ６．００９６Ｅ＋０２ ６．０４１０Ｅ＋０２ ６．０７５５Ｅ＋０２ ６．００９０Ｅ＋０２ ６．００７６Ｅ＋０２ ６．００３８Ｅ＋０２
ｆ７ ＭＢＦ ７．０４０５Ｅ＋０２ ７．６９９７Ｅ＋０２ ８．９４０１Ｅ＋０２ ７．０７５０Ｅ＋０２ ７．００７４Ｅ＋０２ ７．００３５Ｅ＋０２
ｆ８ ＭＢＦ ４．００１３Ｅ＋０３ ２．３４９１Ｅ＋０６ １．６０３２Ｅ＋０８ １．７１９１Ｅ＋０４ ２．６３５４Ｅ＋０３ ８．２２７２Ｅ＋０２
ｆ９ ＭＢＦ ９．１３５８Ｅ＋０２ ９．１３８１Ｅ＋０２ ９．１４２７Ｅ＋０２ ９．１３６５Ｅ＋０２ ９．１３３７Ｅ＋０２ ９．１２４８Ｅ＋０２
ｆ１０ ＭＢＦ ７．５６０２Ｅ＋０６ ２．９９３８Ｅ＋０７ ３．９３９１Ｅ＋０８ １．１３３７Ｅ＋０７ ５．４６９０Ｅ＋０６ ８．６００４Ｅ＋０５
ｆ１１ ＭＢＦ １．１６１４Ｅ＋０３ １．２８８９Ｅ＋０３ ２．１０９４Ｅ＋０３ １．１５５１Ｅ＋０３ １．１３３６Ｅ＋０３ １．１２１２Ｅ＋０３
ｆ１２ ＭＢＦ ２．２４１７Ｅ＋０３ ２．９６５５Ｅ＋０３ ４．９８７６Ｅ＋０５ ２．０６１７Ｅ＋０３ １．７７５２Ｅ＋０３ １．３９８１Ｅ＋０３
ｆ１３ ＭＢＦ １．７７１９Ｅ＋０３ １．９５９６Ｅ＋０３ ３．６３２９Ｅ＋０３ １．７３９０Ｅ＋０３ １．６８６６Ｅ＋０３ １．６４２５Ｅ＋０３
ｆ１４ ＭＢＦ １．６６４４Ｅ＋０３ １．７５２２Ｅ＋０３ ２．１６８３Ｅ＋０３ １．６７１１Ｅ＋０３ １．６４６９Ｅ＋０３ １．６２３１Ｅ＋０３
ｆ１５ ＭＢＦ ２．５５２２Ｅ＋０３ ２．８２５６Ｅ＋０３ ３．９０１３Ｅ＋０３ ２．６５２９Ｅ＋０３ ２．４４６７Ｅ＋０３ ２．１０６１Ｅ＋０３

Ｒａｎｋｓ ６．００（６） ５．００（５） ３．４７（４） ３．４０（３） ２．０７（２） １．０７（１）

５　结束语
　　为解决粒子群优化算法多样性差，早熟收敛等现
象，本文主要做了两点改进：一是构造混合均值中心；

二是采用反向学习策略，生成混合均值中心反向解，引

导种群粒子探索更多搜索区域．在基准测试函数上与
新改进粒子群优化算法进行１００维的测试，且与其它新
种类智能算法比较，并引入新测试函数集 ＣＥＣ２０１３和
ＣＥＣ２０１５测试算法优化性能，结果都表明 ＨＣＯＰＳＯ算
法优化性能更具优势．但是，ＨＣＯＰＳＯ在高维情况下测
试复杂函数，仍易陷入局部最优．因此，在下一步的研
究工作中，将在各参数设置方式，和自适应处理等方面

进行改进，进一步提升算法性能．
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